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REVISTA MEXICANA DE F´ISICA
Covariancia de la teorı´a Autodual Vectorial
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The Poisson algebra between the fields involved in the vectorial selfdual action is obtained by means of the reduced action. The conserved
charges associated with the invariance under the inhomogeneous Lorentz group are obtained and its action on the fields. The covariance of
the theory is proved using the Schwinger-Dirac algebra. The spin of the excitations is discussed.
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A partir de la accio´n reducida de la teorı´a autodual vectorial en 2+1 se obtiene el a´lgebra de Poisson entre los campos que intervienen en la
accio´n original. Las cargas conservadas asociadas a la invariancia bajo el grupo inhomoge´neo de Lorentz son calculados ası´, como su accio´n
sobre los campos. El a´lgebra de Schwinger es obtenida y con ella se muestra la covariancia de la teo´ia. Se discute el spin de las excitaciones.
Descriptores: Formulacio´n Lagrangiana, a´lgebra de Poincare´
PACS: 11.10.Ef , 03.70. + k, 11.30.Cp
El estudio de teorı´as vectoriales y tensoriales en 2+1 di-
mensiones estuvo inicialmente motivado por su conexio´n con
el comportamiento de modelos, en 3+1 dimensiones, a al-
tas temperaturas1. Sin embargo, en la actualidad, la fı´sica
planar posee un intere´s real intrı´nseco, ya que presenta carac-
terı´sticas propias que hacen sumamente atractivo su estudio y
ana´lisis en el contexto de la teorı´a cua´ntica de campos. En el
presente trabajo analizamos la teorı´a autodual vectorial ma-
siva en 2+1 dimensiones, obtenie´ndose su espectro f´isico, se
obtienen los generadores de las transformaciones infinites-
imales y analizamos su covariancia. La covariancia de la
teorı´a es mostrada usando el ´Algebra de Schwinger-Dirac.
La teorı´a autodual vectorial esta descrita por la accio´n2
S = −
µ
2
∫
d3x
(
εµνλAµ∂νAλ + µAµA
µ
)
. (1)
Esta accio´n no posee invariancia locales y puede mostrarse
que corresponde a una fijacio´n de calibre de la teor´ia
topolo´gica masiva vectorial3,4,5,6,7. Adema´s, ambos mod-
elos puede probarse que son duales uno del otro7,8,9. Las
ecuaciones de movimiento, son:
εµνλ∂νAλ + µA
µ = 0, (2)
de donde Ao = 1µεij∂iAj con εij = ε
oij
.
Si hacemos la descomposicio´n 2+1 de la accio´n, uti-
lizando la metrica ηµν = (−+ +), obtenemos
S = −
µ
2
∫
d3x
(
εoij
(
Ao∂iAj −AiA˙j +Ai∂jAo
))
+
∫
d3x
(
µAiA
i − µAoAo
)
,
(3)
de donde utilizando la descomposicio´n transverso-
longitudinal
Ai = εij∂jAT + ∂iAL ≡ A
T
i +A
L
i ,
con ATi es la parte transversal de Ai y ALi es la parte longi-
tudinal de Ai, y junto con la expresio´n (??) llegamos a,
S =
∫
d3x
(
−
1
2
(−∆)AT (−∆)AT −
µ2
2
AT (−∆)AT
)
−
∫
d3x
(
µ2
2
AL(−∆)AL − µA˙T (−∆)AL
)
,
(4)
donde ∆ = ∂i∂i.
Si hacemos las definiciones,
Q = (−∆)1/2AT (5 a)
Π = −µ(−∆)1/2AL, (5 b)
podemos llegar a la accio´n reducida,
S =
∫
d3x
(
Q˙Π−
1
2
Q(−∆+ µ2)Q−
1
2
ΠΠ
)
, (6)
que corresponde a la accio´n de una excitaco´n de masa µ y
con Hamiltoniano definido positivo.
La ventaja de (6) es que permite obtener directamente los
corchetes de Poisson entre las variables originales. Postu-
lando los corchetes fundamentales entre el campo Q(x) y su
momentos conjugado Π(x), usando (??) y (6) obtenemos,
{Ao(x) , Ao(y)} = 0 (7 a)
{Ao(x) , Ai(y)} =
1
µ2
∂iδ
2(~x− ~y) (7 b)
{Ai(x) , Aj(y)} = −
1
µ
εijδ
2(~x− ~y) (7 c)
∗Poster presentado en el IV Congreso de S.V.F
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los cuales son consistentes con (??).
Veamos, ahora, las cantidades conservadas asociadas
a invariancias de la teor´ia bajo el grupo inhomoge´neo de
Lorentz. Asociado a las traslaciones tenemos el tensor de
energı´a-momento cano´nico de la teorı´a,
T µν = Lδµν −
∂L
∂(∂µAρ)
∂νAρ (8)
T µν = −
µ
2
εβµσ (Aν∂σAβ −Aβ∂σAν)−
µ2
2
AνAνδ
µ
ν
(9)
este satisface ∂µT µν = 0 sobre (2). De igual forma, asoci-
adas a las rotaciones espacio-temporales tenemos el tensor de
densidad de momento angular,
Mµαβ = −εαβρ
[
ερσµT
µσxλ +
∂L
∂(∂µAθ)
ερθ
νAν
]
(10)
el cual satisface ∂µMµαβ = 0 sobre (2).
Se sabe que a partir de T µν , podemos construir el tensor
sime´trico, de Belifante, ΘµνB 10, el cual resulta ser “on shell”.
ΘµνB = m
2AµAν −
m2
2
ηµνAαAα (11)
ΘµνB es conservado y sus cargas asociadas son las mismas
de T µν .Adema´s, podemos construir un tensor equivalente al
tensor de densidad de momento angular Mµαβ utilizando el
tensor ΘµνB ,
MµαβB = x
βΘµαB − x
αΘµβB (12)
MµαβB es trivialmente conservado debido a la conservacio´n
de ΘµνB y sus cargas asociadas son las mismas que Mµαβ .
Las cargas conservadas asociadas al ΘµνB y al M
µαβ
B son,
PµB =
∫
d2xΘoµB ≡
∫
d2xPµ
=
∫
d2x
(
m2AoAν −
m2
2
ηoµAαAα
)
,
(13)
y
JαβB =
∫
d2x (ΘoµB x
ν −ΘoνB x
µ)
= −
∫
d2xεαβρερσλP
σ
Bx
λ
(14)
respectivamente. Ahora deseamos comprobar que e´stas efec-
tivamente generan las transformaciones de los campos. Para
esto calculamos, los corchetes de Poisson, usando (10) y (13),
{Ao(x) , ε P
o
B(y)} = ε∂iAi (16 a){
Ao(x) , εi P
i
B(y)
}
= −εi∂iAo (16 b)
{Ai(x) , ε P
o
B(y)} = ε (∂iAo − µ εijAj) (16 c){
Ai(x) , εj P
j
B(y)
}
= −εj∂jAi (16 d)
usando las ecuaciones de movimiento (2) es inmediato ver
que,
{Aµ, ενP
ν
B} = −εν∂
νAµ
con εµ = (ε, εj). Ana´logamente calculamos con (10) y (14)
{
Ai(x) ,
1
2
ωαβJαβB (y)
}
= ωolx
o (∂iAl − µεilAo)
+ ωolx
l
(
∂iAo − µεikAk + δi
lAo
)
+
1
2
ωklεkl
(
εijAj − µx
iAo − εmnx
n∂iAm
)
(17)
{
Ao(x) ,
1
2
ωαβJαβB (y)
}
=
1
2
ωklεklεijx
i∂jAo
+ ωol
(
Al + x
o∂lAo + x
l∂kAk
) (18)
que con (2) nos lleva a,
{
Aµ(x) ,
1
2
ωαβJαβB (y)
}
=
−
1
2
ωδθε
δθλ [ελµ
νAν + ελρ
νxρ∂νAµ]
(19)
que corresponde a la transformacio´n infinitesimal del campo
Aµ para una transformacio´n de Lorentz. Para una transfor-
macio´n combinada tendremos entonces que
δAµ =
{
Aµ , −ενP
ν +
1
2
ωαβJαβ
}
. (20)
Prosiguiendo con nuestro ana´lisis, deseamos comprobar que
la teorı´a es invariante relativista para esto observamos (??) y
utilizando el reemplazo { } → −i[ ], tenemos,
[Θoo(x),Θoo(y)] = −i
(
Θoi(x) + Θoi(y)
)
∂iδ
2(~x− ~y)
(20 a)
[Θoo(x),Θoi(y)] = −i
(
Θij(x) + Θoo(y)δij
)
∂jδ
2(~x− ~y)
(20 b)
[Θoi(x),Θoj(y)] = −i
(
Θoj(x)∂i +Θ
oi(y)∂j
)
δ2(~x− ~y).
(20 c)
que es justamente el a´lgebra de Schwinger-Dirac, para una
teorı´a vestorial masiva. ´Esta garantiza que las cargas conser-
vadas asociadas Pµ y Jαβ obedezcan el a´lgebra de Poincare´
11
. Para ver esto, notamos que
[
Po , Θoi(x)
]
=
∫
d2y[Θoo(y),Θoi(x)]
=
∫
d2y
(
Θij(y) + ηijΘoo(x)
)
∂j
yδ2(~x− ~y)
= −i∂o
xΘio(x)
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como P˙µ = 0 entonces
[
Po , Θoi
]
= 0 de donde [P0, Pj ] = 0.
As´i mismo,
[
Joi , Po
]
=
∫
d2y d2x[Θoo(x)xi −Θoi(x)t ,Θoo(y)]
=
∫
d2yxi [Θoo(x), Po]− t
[
Θoi(x), Po
]
= −i
∫
d2xxi∂j
xΘoj = i
∫
d2xΘoi = iPi
Procediendo de manera ana´loga obtenemos
[Jij , Pk] = i
(
δjkP
i − δikPj
)
, [Jij , Po] = 0
[Joi, Pj ] = iδijPo
[Joi, Joj ] = iJij , [Joi, Jkl] = i
(
Jolηik − Jokηil
)
[Jik, Jml] = i
(
Jilηkm + Jlkηim − Jmkηil − Jimηkl
)
Todos los corchetes se escriben as´i de manera covariante
como
[Pµ, Pν ] = 0 (21)
[Jµν , Pλ] = i (Pµηνλ − Pνηµλ) (22)
[Jµν , Jσρ] = i
(
Jνσηµρ + Jµρηνσ − Jνρηµσ − Jµσηνρ
)
(23)
esto u´ltimo es el a´lgebra de ISO(2,1) en 2+1 dimensiones,
quedando as´i mostrada la invariancia de la teorı´a Autodual
Vectorial bajo transformaciones del grupo de Poincare´.
Por u´ltimo analicemos la contribucio´n del spin en la teorı´a
realizando el siguiente procedimiento sobre el espacio de
momento. Haciendo la siguiente expansio´n en modos para
Q(x)3,
Q(x) =
∫
d2~k
2π
√
2ω(~k)
[
eik.xa(~k) + e−ik.xa†(~k)
]
, (24)
donde kµ = (ω(~k), ~k), con ω(~k) =
√
~k2 + µ2 y
[a(~k), a†(~k′)] = δ(~k− ~k′). Encontramos que los generadores
son como los del campo escalar, excepto para los boosts de
Lorentz, en donde se encuentra un termino extra, el cual in-
troduce lo que parece una anomal´ia a la teor´ia
Joi = i
2
∫
d2~k ω(~k)[a†(~k)
←→
∂i a(~k)]
− µ
∫
d2~kεij
ki
~k2
a†(~k)a(~k)
(25)
Esto proviene del hecho de que el campo que describe la
u´nica excitacio´n posible, no es realmente un escalar. A fin de
evitar esta “anomal´ia” se redefine la fase de los operadores de
creacio´n y aniquilacio´n de la forma a(~k) → ei(µ/|µ|)θa(~k).
De esta forma el generador de rotaciones adquiere un termino
de spin,
J =
∫
d2~k a†(~k)
1
i
∂
∂θ
a(~k) +
µ
| µ |
∫
d2~ka†(~k)a(~k), (26)
mientras que los generadores de los boosts toman la forma,
Joi = i
2
∫
d2~k [a†(~k)
←→
∂i a(~k)]
+
µ
| µ |
∫
d2~k
1
ω(~k)+ | µ |
εijkja†(~k)a(~k)
(27)
en el cual la “anomal´ia” ya no se encuentra.
Lo anterior pone en evidencia un spin µ/ | µ |, cuyo signo
depende del termino de Chern-Simons de la accio´n, el cual no
afecta la positividad del Hamiltoniano. Este resultado se ob-
tiene exactamente como con el caso de la teor´ia topolo´gica
masiva3.
Para concluir hemos observado que la teor´ia autodual
vactorial es covariante de Poincare´ y que las cargas asoci-
adas a la invariancia bajo este grupo son las generadoras de
las transformaciones infinitesimales como era de esperarse.
La discusio´n en relacio´n al spin de las excitaciones se da de
igual manera que en la teor´ia topolo´gica masiva. Toda la dis-
cusio´n partio´ de llevar la accio´n a sus grados f´isicos de lib-
ertad sin necesidad de hacer el procedimiento de Dirac para
lagrangianos singulares.
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